
 الفصل الاول

 المصفوفات و تطبٌماتها

 ممدمة عامة -1

الجبر الخطً هو موضوع شامل إلى حد ما ٌغطً المتجهات والمصفوفات والمحددات وأنظمة 

المعادلات الخطٌة والمسافات المتجهة والتحولات الخطٌة ومشكلات المٌمة الذاتٌة وموضوعات 

أخرى. كمجال للدراسة ، فإنه ٌتمتع بجاذبٌة واسعة من حٌث أن له العدٌد من التطبٌمات فً الهندسة 

فٌزٌاء وعلوم الكمبٌوتر والالتصاد ومجالات أخرى. كما أنه ٌساهم فً فهم أعمك للرٌاضٌات وال

نفسها. المصفوفات مستطٌلة من الأرلام أو الوظائف ، والمتجهات هً الأدوات الرئٌسٌة للجبر 

الخطً. المصفوفات مهمة لأنها تتٌح لنا التعبٌر عن كمٌات كبٌرة من البٌانات والوظائف فً شكل 

منظم وموجز. علاوة على ذلن ، نظرًا لأن المصفوفات عبارة عن كائنات مفردة ، فإننا نشٌر إلٌها 

بأحرف مفردة ونحسبها مباشرة. جعلت كل هذه المٌزات المصفوفات والمتجهات شائعة جدًا للتعبٌر 

 .عن الأفكار العلمٌة والرٌاضٌة. ٌحتفظ الفصل بمزٌج جٌد 

 

 : Matrices and Vectors المصفوفات والمتجهات

وٌتبعها أنظمة خطٌة )أنظمة  ٌتم تمدٌم المفاهٌم والمواعد الأساسٌة للمصفوفة والجبر المتجه 

دعونا أولاً نلمً نظرة مترفة على المصفوفات لبل إضفاء الطابع الرسمً على  المعادلات الخطٌة( ،

 منالشتنا.

 

 



 :  Concept of Matrices المصفوفة مفهوم

المصفوفات فً معالجة كثٌر من النماذج سواء كانت رٌاضٌة او احصائٌة او هندسٌة , و تستخدم تستخدم 

بشكل واسع فً حل النماذج الالتصادٌة عندما ٌكون عدد السلع الداخلة فً النموذج الالتصادي كبٌر, بمعنى 

عد موضوع المصفوفات اخر عندما ٌكون عدد المتغٌرات المطلوب لٌاسها كبٌر جدا . وفً ضوء مما تمدم, ٌ

اسلوبا مبسطا فً عرض ولٌاس المتغٌرات التً تتضمنها مجموعة من المعادلات الخطٌة التً تشكل نظاما 

 خطٌا للمعادلات مرة واحدة.

كثٌرا ما نتعامل فً الرٌاضٌات التطبٌمٌة و الرٌاضٌات النظرٌة مع مرتب من الاعداد ٌشكل مستطٌل وهذا 

ولد  Elements     و الاعداد المرتبة والتً تسمى بالعناصر  Matrix          المستطٌل ٌسمى مصفوفة

والحروف الصغٌرة للتعبٌر عن    A,B,Cٌرة للتعبٌر عن المصفوفات مثل بجرت العادة استخدام الحروف الك

 كما  ٌتم استخدام الالواس لحصر العناصر.  .…,a,b,cالعناصر مثل 

تشكٌل رٌاضً مكون من مجموعة من العناصر على هٌئة صفوف و بانها اٌضا كما تعرف المصفوفات 

( او Rowsاعمدة محصورة بٌن لوسٌن , وتسمى العناصر التً تمع على الخطوط الافمٌة بالصفوف )

 (Columns)ر التً تمع على الخطوط العمودٌة , بٌنما تسمى العناص( Rows Vectorsالمتجهات الصفٌة )

بمعنى اخر تعرف المصفوفة بأنها مجموعة من المتجهات  .  (Columns Vectorsاو المتجهات العمودٌة )

و المتجهات العمودٌة   (Rowsالافمٌة و العمودٌة حٌث ٌتم الاشارة الى المتجهات الافمٌة بعدد الصفوف )

 .  (Columnsبعدد الاعمدة )

 مثال على ذلن : لوسٌن.المصفوفة هً مجموعة مستطٌلة من الأرلام أو الوظائف التً سنضعها بٌن اذن 



 

 

 

 

 

بٌنما العناصر داخل المصفوفة  كل   او مختصر المصفوفة  (Aاعلاه هو ) المصفوفةمز نلاحظ ان ر

, Aمن المصفوفة   j و العمود    i الى العنصر الوالع فً الصف  a_ijمنها ٌشٌر حسب مولعه حٌث ٌرمز

مع ملاحظة ان المصفوفة لٌست كمٌة وانما تحتوي على مجموعة عناصر وهذا ٌعنً بمجرد تغٌر احد 



ببعدي المصفوفة و فً حالة  تساوي بعدي    m & nٌسمى العددان  عناصرها  فان المصفوفة تتغٌر.

 .nٌطلك على المصفوفة بالمربعة او المصفوفة  المربعة من المرتبة  (m=n)المصفوفة 

 :  Vectorsجهات المت

 Rowمتجه الصف ف،  فمط من العناصر ة تحتوي على صف أو عمود واحدالمتجه عبارة عن مصفوف

vector لشكلٌأخذ ا 

 

 فٌأخذ الشكلColumn vector اما متجه العمود 

 

 Main diagonal المطر الرئٌسً

المربعة، فإنّ المطر الرئٌسً هو النسبة للمصفوفات , اما بi=j، التً تحمكّ A_ijهو كل عناصر المصفوفة، 

لمصفوفة الآتٌة، ا ٌمنى السفلى. على سبٌل المثالذلن الذي ٌمتد من الزاوٌة الٌسرى العلٌا إلى الزاوٌة ال

 فً كل عناصر لطرها الرئٌسً: 1تحتوي على الرلم 

 

 )تسمى بمصفوفة الوحدة اٌضا و ستناولها لاحما بالتفصٌل (



 

 

غٌر المربعة )أي المستطٌلة(، فإنّ المطر الرئٌسً ٌمر عبر الزاوٌة الٌسرى العلٌا مّا بالنسبة للمصفوفات ا

موجودة إلى أسفل وٌمٌن العنصر السابك، حتى الوصول إلى الطرف الأٌمن أو الأسفل الكل العناصر لو

ً كِلْتا تشكل المطر الرئٌسً ف 2للمصفوفة. الأمثلة الآتٌة تظهر هذا الأمر، إذ أنّ العناصر التً تساوي 

 :الحالتٌن

 )نلاحظ المصفوفة غٌر مربعة  و اٌضا تعتبر مصفوفة وحدة(

 

 

 

 

 المطر الثانوي.بأمّا المطر الممابل للمطر الرئٌسً فٌدعى 

 Order of Matrixمرتبة المصفوفة    2-1

صفوف و هً عبارة عن درجة او حجم او سعة المصفوفة , و نعنً بسعة المصفوفة بأنها عبارة عن عدد 

 .المصفوفة فً عدد اعمدتها

 : مثلا



 

 Transpose of Matrixمنمول او مبدلة المصفوفة  3-1

وهً عبارة عن تبدٌل صفوف المصفوفة محل اعمدتها,  بمعنى اخر سٌصبح عدد صفوف المصفوفة 

 A^`  or A^Tالاصلٌة مساو الى عدد الاعمدة فً مبدلة المصفوفة و ٌرمز لها بالرمز 

 , فان منمولها او مبدلتها تكون بالشكل الاتً : (m*nمن المرتبة )  A=[a_ij]اي : لو كانت لدٌنا المصفوفة 

A^T=[a_ij]_m*n 

 

 Types of Matrices انواع المصفوفات 



 تكون المصفوفات أنواع عدة، نذكر منها ما ٌأتً:

 Null Matrix or Zero Matrixالمصفوفة الصفرٌة  -1

 التً تكون عناصرها اصفار اي انو هً المصفوفة 

A_ij=0    Ɐ i j 

 

 Square Matrixالمصفوفة المربعة  -2

 (، مثال على ذلن :m=nو هً المصفوفة التً ٌتساوى فٌها عدد الصفوف مع عدد الاعمدة ، اي ان )

 

 

 

 

 

 Identity Matrix مصفوفة الوحدة )المصفوفة الحٌادٌة( -3



تساوي ، جمٌع عناصرها اصفار ما عدا عناصر المطر الرئٌسً  (nوهً مصفوفة مربعة من مرتبة )

 اي ان  :   I_nالواحد ، و تأخذ الرمز 

 

 Symmetric Matrixالمصفوفة المتماثلة  -4

و  و هً عبارة عن مصفوفة مربعة التً ٌكون فٌها عناصر الثلث العلوي مساوٌة لعناصر الثلث السفلً 

فوفة الرئٌسٌة و المبدل لها اي انالتماثل ٌعنً لا ٌوجد اختلاف بٌن المص    $ ( A=A^T )  $ وعلى هذا   

 الغرار فان للتماثل شرط  لا بد من تحمٌمه :

 $ a_{ij }= a_{ji}   $    Ɐ  I,  j        $ 

 

 

 Skew-Symmetricالمصفوفة المتماثلة بالسالب  -5



و فً ضوء ذلن فأن شرط التماثل بالسالب  $ A^T=-A^T )      )  $ وهً مصفوفة مربعة اٌضا و تحمك

 هو 

 

 $a_{ij }=- a_{ji } ,  \qquad   \forall  \qquad i j       $ 

 ٌك المصفوفة المتماثلة بالسالب .بالاضافة لذلن ٌجب ان تكون جمٌع عناصر المطر الرئٌسً اصفار لتحم

 

 Diagonal Matrix  المصفوفة المطرٌة  -6

مصفوفات مربعة ٌمكن أن تحتوي على إدخالات غٌر صفرٌة فمط على المطر الرئٌسً. ٌجب أن ٌكون  ًه

 مثال على ذلن أي إدخال أعلى أو أسفل المطر الرئٌسً صفراً.

 



 Upper Triangular Matrixٌا المثلثٌة العل ةالمصفوف -7

مربعة ٌمكن أن تحتوي على إدخالات غٌر صفرٌة فمط على المطر الرئٌسً وفوله  ةعبارة عن مصفوفوهً 

) بمعن اخر تكون لٌمة عناصر المصفوفة اسفل المطر ، بٌنما ٌجب أن ٌكون أي إدخال أسفل المطر صفرًا

 الرئٌسً اصفار ( مثال على ذلن :

 

 Lower  Triangular Matrix سفلى المثلثٌة ال ةالمصفوف -8

إدخالات غٌر صفرٌة فمط على المطر الرئٌسً وهً عبارة عن مصفوفة مربعة ٌمكن أن تحتوي على 

بمعنى اخر تكون لٌمة عناصر الثلث العلوي الوالعة  اعلى المطر الرئٌسً اصفارا( مثال على   (وأسفله

 ذلن :

 

 

 Numerical Matrixالمصفوفة العددٌة  -9



ر المطر الرئٌسً متساوٌة ، اما العناصر الاخرى و الوالعة وهً مصفوفة مربعة تكون فٌها جمٌع عناص

حالة خاصة من المصفوفة المطرٌة  خارج المطر الرئٌسً تكون اصفارا و ٌعد هذا النوع من المصفوفات

 :مثال ذلن 

 

 Singular & Non-Singular Matrices : المفردة غٌر و لمفردة ا  المصفوفة -11

ر مفــردة إذا كان المحدد الذى ٌمـال إنهــا غٌ، $ (n  ×n)  $ الدرجــة مــن$  A  $لأى مصـفوفة مربعــة

 , تلاشىٌلا $ ( n)$درجته 

\\ 

 تسمى مصفوفة مفردة. $  A  $ فإن المصفوفة$    A    $  Zero = إذا كان

\\ 

 المفـردةر ٌوتلعـب المصـفوفة غ .غٌر مفردة  $A$فإن المصفوفة $  A   $  Zero  إذا كان اما

(singular-non)    معكـوس المصفوفة دجـااٌ ًدوراً هامـاً فـ. 

 

 



 

 

 

 

 الفصل الثانً 

 المصفوفات العملٌات على

Matrix-Operations 

 : algebraic operationsالعملٌات الجبرٌة 

لجمــع أو طــرح المصــفوفات  ٌمكن إجراء عملٌات الجمع والطرح والضرب على المصفوفات ، وٌشترط

أن تكــون مــن نفــس الدرجــة علــى أن ٌــتم جمــع العناصـر المتنــاظرة جمعــاً جبرٌــاً. أمــا فــى حالــة 

 .طا خاصا لكى تتم عملٌة الضربت فــإن هــذه العملٌات تتطلب شرضــرب المصــفوفا

 Subtraction & Addition :  أولاً : جمع وطرح المصفوفات

$   A=[a_ij] and   B=[b_ij] $ المصفوفتاناذا كانت لدٌنا :   matrix summationجمع المصفوفات 

حٌث  $ n*m $  هً مصفوفة من الدرجة$    C $ فان $   C=A+B $ و كانت  $ n*m $ من الدرجة

C_ij=A_ij+B_ij  $  لكلi,j . 

 المتمابلة .بمعنى اخر : مجموع مصفوفتٌن هو مجموع العناصر 



 خصائص الجمع

1- $A+B = B+A $ 

2- $A+(B+C)=(A+B)+C  $  

 

 

 مثال:  اذا كان

 

 فأن

 



 

 

 مثال: افرض ان :



 

 

 مثال : افراض ان :

 

 

 

 . B  المصفوفة   لا تساوي درجة   Aفً هذه الحالة لا ٌمكن اجراء عملٌة الجمع لان درجة 

 

 



 :  Subtraction of Matricesطرح المصفوفات 

ٌمكن الاعتماد على الاسلوب المستخدم فً جمع المصفوفات , وعلى افتراض لدٌنا 

فان حاصل    $(n*m)   $ لهما نفس المرتبة  $ A=[a_ij] $ and $   B=[b_ij] $المصفوفتان  

 حٌث$  n*m  $ هً مصفوفة من الدرجة  C $   $ فان  C =A-B   $        $طرحهما هو

$ C_ij=A_ij - B_ij  \forall  i,j \qquad .$ 



 



 Multiplication of  Matrices  ضرب المصفوفاتثانٌاً : 

 Multiplication of a Matrix by a Scalarضرب مصفوفة فً ثابت  -1

فٌنتج مصفوفة اخرى عناصرها هً الثابت هو ) لٌس مصفوفة( حٌث ٌمكن ضرب أي مصفوفة بثابت 

 فً الثابت أي ان :عبارة عن مضروبات عناصر المصفوفة الاولى 

 اي ثابت فان  ( C ) , لو افترضنا   (n*m ) $  $ من درجة  A=(a_ij) $ $اذا كانت المصفوفة 

$AC = CA = ((C a_ij))$    من الدرجة $   (n*m)$  . اٌضا 

 

 مثال : افرض ان

 



العناصر على ذلن هنان حالات ٌستخرج ثابت من داخل المصفوفة وفً مثل هذه الحالة ٌجب لسمة جمٌع 

 الثابت.

 مثال على ذلن :

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 مثال:

 

 



 Multiplication of two Matricesضرب مصفوفتٌن  -2

 Cفان   C= ABو افرض ان   n*pمن درجة  B=((b_ij))و   n*mمن الدرجة  A=(a_ij) افرض ان

 فتكون  C = ((C_ij))واذا فرضنا ان   M*Pمصفوفة من درجة  

 

a_{in} b_{nj} \qqusd \forall \qquad   Ɐ I , j $ C_{ij }= a_{i1}b_{1j} + a_{i2}b_{2j} + ….. 

 $ 

 وٌمكن التعبٌر عنها بالصٌغة :

    ∑      

 

   

 

ومن التعرٌف اعلاه نتوصل الى ان حاصل ضرب مصفوفتٌن لا ٌساوي مصفوفة حاصل ضرب العناصر 

ى فً اعمدة من الثانٌة حٌث تضرب كل الاعمدة وٌتم ضرب وانما ضرب ضرب صفوف من الاولالمتمابلة 

الصف فً العمود بأن ٌضرب العنصر الاول من الصف فً العنصر الاول من العمود والثانً فً الثانً و 

الثالث فً الثالث ..... والاخٌر فً الاخٌر وتجمع نواتج الضرب فٌكون عنصر له مولع الصف المضروب 

عرف الضرب ٌجب ان تكون اعمدة المصفوفة الاولى مساوٌة لصفوف والعمود المضروب ولكً ٌت

 المصفوفة الثانٌة .

 

 



 

 

 مثال:

 

 :مثال



 



 



مصفوفات ملائمة للجمع و الضرب فتكون الموانٌن التالٌة   $  A,B,C $: لو افترضنا ان قوانٌن الضرب 

 خاصة بهذه العملٌات :

1- A (B + C ) = AB +AC 

2- (B + C ) A  = BA + CA 

3- A( BC ) = (AB)C 

4-  

 

 الموانٌن اعلاه تطابك الموانٌن فً حالة الاعداد الحمٌمٌة و هنان لوانٌن اخرى مخالفة و من هذه الموانٌن هً:

 لانون التبدٌل لا ٌنطبك على المصفوفات اي ان المصفوفات غٌر لابلة للتبدٌل فً حالة الضرب حٌث ان

AB ≠ BA $   $ بصورة عامة , لد تكون $  AB   $  معرفة وBA$   $  غٌر معرفة و ان كانت

و فً حالة تشابهما فً الدرجة فمد    $BA $لد تختلف عن درجة   AB $  $ المصفوفتان معرفتان فان درجة

 و ربما لا تساوٌها.  BA $ $لد تساوي $   $ABتختلفان فً العناصر المتمابلة و ٌتضح من ذلن ان 



 Matrices Two  Equal:  مصفوفتٌن تساوي

 $  A=[a_ij] and   B=[b_ij]     $ اذا كانت لدٌنا المصفوفتان

 اذا تحممت الشروط :  $(A=B)  $ فأنه ٌمال على المصفوفات اعلاه متساوٌتٌن

 س المرتبة )الدرجة(.  اذا وفمط اذا كانتا المصفوفات من نف -1

 اي ان : $ B $ٌساوي العنصر المناظر له فً المصفوفة    $A$ كل عنصر من عناصر المصفوفة  -2

a_ij       Ɐ I , j    =b_ij 

 لو افترضنا لدٌنا المصفوفتان.

 

 , فً هذه الحالة ٌنبغً ان تكون العناصر المتناظرة متساوٌة اي ان :$( A=B) $ وعلى افتراض ان 

 

 

 

 خصائص التساوي:

 علالة و هذا العلالة تتصف بالخصائص التالٌة:التساوي ٌشكل علالة بٌن المصفوفات بشكل 

 \\. A $  $    لكل مصفوفة $  $ A=A اي ان (Reflexiveعلالة التساوي علالة انعكاسٌة ) -1



 A= B $مصفوفة اذا كانت $ A,B $ اي ان لكل (Symmetricتماثلٌة )  علالة التساوي علالة -2

 \\.        $  B = A $فان$

لكل $  A= C  $ فان$   A= B  ,B = C $ اذا كانت (Transitiveمتعدٌة )علالة التساوي علالة  -3

A,B,C $  $. مصفوفة\\ 

 مثال / اذا كان لدٌنا المصفوفات الاتٌة:

 



 

 مثال: اذا كان لدٌنا المصفوفتان :

 

 

 

 ؟ x , y  ت اعلاه متساوٌة جد لٌمة على اعتبار ان المصفوفا

 الحل:

 



 

F4

 

 



 

 



 

 

 

 

 



 

 

 

 

 



 المحددات

, هنان عدد حمٌمً ٌسمى بمحددة  $(n*n)$من الدرجة   $A$ ان لكل مصفوفة مربعة 

 و تكنب بالشكل الاتً:  |A|المصفوفة, وٌرمز لها بالرمز 
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 اذا 



 



 



 



 



 

 



 

 



 

 



 

 



 



 



 Inverse Matrixمعكوس المصفوفة  4- 

طرٌمة العملٌات المختصرة على - 3 - .طرٌمة جاوس- 2 .باستخدام المحددات- 1 : معكوس المصفوفة بإحدى الطرق الآتٌة ٌمكن إٌجاد

 تؤدي الىوجمٌــع هــذه الطــرق المســتخدمة فــى إٌجــاد معكــوس المصــفوفة  .طرٌمة التمسٌم- 5 .طرٌمة العوامل المرافمة- 4 .الصفوف

 .نفــس النتٌجـة

 





 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

  

 

 

 



  

 

 

 

 

 

 



  

 

 



 



 

 

 

 

 

  


