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Chapter five

Integration

5-1- Indefinite inteqgrals :
The set of all anti derivatives of a function is called indefinite
integral of the function.

Assume u and v denote differentiable functions of x, and a,
n, and c are constants, then the integration formulas are:-

1) jdu=u(x)+c
2) [a-u(x)dx =afu(x)dx
3) :(u(x)$v(x))dx=Iu(x)dx¢jv(x)dx

n+1

4) [ undu = 2

+¢ when nz-1 & Iu‘ldu=‘[1du=lnu+c
n+1 u

u

5) [atdu ="

+C = je“du=e“+c
Ina

EX-1 - Evaluate the following integrals:

. X+ 3

1) | 3x? dx 6) | ———dx
. J‘\/x2+6x
(1 X+2

2).(7+dex 7)I v dx

3) [ xv/x? +1dx 8) [ ° _ dx
’ 1+ 3e”

a) [(2t+t) dt 9) [3x°-e%" dx

5) ({2 -272)’ +4 dz 10) [ 2 dx

Sol. -
X3

1) ISXZ dx=3Ix2dx=3—+c= x%+c
3

\
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1 2

N

2 = [ x2 X oxt o1 o x
2)(x +x)dx_jx dx+dex—_1+ 5 +C= X+ 5 +C
%
3)j.x\/x2+ldx=;J'Zx(x2+l)%dx=;()(234-/21)2+C=é\/(xz+1)3+0
4) [(2t+1) dt=j(4t2+4+t‘2)dt=4§+4t+%+c=%t3+4t—%+c

5) .[\/(zz—z‘2 )2+4dz=_[\/z“—2+z“‘+4dz=_[\/z4+2+z‘4 dz

s ! 1 1
(@2 +22) di=[(22+22)dz=2+2 t1c=22"-"+c
NGV e e s oL

X+ 3 1 -y
6) | ———=dx==|(2x+6)-(x*+6x) "2dx
J.x/x2+6x ZI
2 )
=1.m+c=wlxz+6x+c
2L

e X+2 X 2 B 1 5 B 2X B 2
7). - dx—'f(?+F)dx—j(x +2X )dx—lnx+ ) +c—Inx—;+c

-1

X
8) [—2
91+ 3e”

1 1
dx ==|3e*(1+3e* ) dx==In(1+3e*)+cC
SJ3e (L4367 ) dx = Zin(1+ 3e”)

9) -3X3 'e_ZXAdX _ —EJ.—8X3 'e_ZXAdX _ —g.e_ZXA +e
J 8 )

10) [2*dx = —%IZ"‘X (—4dx )= —%-2'“ -%m

5-2- Integrals of trigonometric functions :
The integration formulas for the trigonometric functions are:

6)_[5inu-du=—cosu+c 7)_'cosu-du=sinu+c
8) _[tanu-du =—Incosu[+c 9) _'cotu-du = In[sinu|+c
10) .'secu-du = In|secu+tanu|+c 11) .'cscu-du = —Inlcscu+cotu|+c
12).'seczu-du=tanu+c 13)_[csczu-du=—cotu+c
14) .'secu-tanu-du= secu+c 15) .'cscu-cotu-du =—CSCU+C
A\f
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EX-2- Evaluate the following integrals:

. do
1) |cos(360-1)do 6
) Jeost ) ) J.coszé’
2) [x-sin(@x? )dx 7) [ (L-sin?3t)- cos3t dt
3) [cos?(2y)-sin(2y)dy 8) [tan®(5x)- sec’(5x) dx
4) [sec®x-tanx dx 9) [sin*x-cos®x dx
o o 2
5) |¥v2+sin3t -cos3t dt 10) cof/_\/; dx
) J 7 /%

Sol.-

1) %jscos(se—1)d9=%sin(3e—1)+c

1 1
2) =|4x-sin(2x2)dx =——cos(2x?)+¢
) ] 4x-sin(2x* ydx = ~-cos(2x*)

1 (- 2si _ L eos2y) o 1oy
3) 2j.(cosZy) (-2sin2y dy)= > 5= 6(cosZy) +C
3
4)jseczx-(secx-tanx-dx)=Sec?’X+c
1 Y 1 (2+5sin3t)” 2 —
5) gj'(2+sm3t) 2(3cos 3t dt)==- +c=§\/(2+sm3t) +C

Y

6) ICOSZO_Isec 6-df=tanf +c

7) I(l—sinz 3t)-cos 3t dt =%.[3c033t dt - %_[(sinSt)2 -3cos3t dt

A3
=£sin3t—1-sm 3t+c=1-sin3t—lsin33t+c
3 3 3 3 9
4
8) lJ‘tan35x-(556025x dx)=1-tan X L c= X tan'5x+c
5 ) 4 20

9) Isin“x-cos?‘x dx =_|‘sin“x-(1—sin2 x)-cosx dx

sin® x  sin’ X
5 7

=_|.sin4x-cosx dx—_[sinﬁx-cosx dx =

v
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10)jcot2\/7 ICSC «/7 Ly _chsc 2Jx ,[ <Y dx

XA

y +
2

5-3- Integrals of inverse trigonometric functions:

The integration formulas for the inverse trigonometric
functions are:

c=—2cot\/§—2«/;+c

= 2(— cot\/;)—

L u L u
= sin —+c_—cos 'Z+c

1 . v2 2
6)_[\/7 " ; u‘<a

1 u 1 u
17) j =~tan"'—+c=-=cot" —+cC
a’+u® a a a a
u
18 —sec‘1 +c=——csct—+cC © Yu’>a’
) J.uqlu a a
EX-3 Evaluate the following integrals
1) 'Xizdx 6) Iix
Y 1% f (1+x)
- dx
2) [—= 7 [
Y9 — x? 1+ 3x°
3)- X4dx 8J- 2C0SX
Y1+ X 1+ sin? x
. SeC2 X esm Ix
4) | —=0dx 9) | ——
*yJ1-tan? x I\/l—xz
. dx tan™! x
5 | — 10)
* xy4x? -1 I
Sol.-
1)—_[ (3x dx) ism x> +c
\1- (x
) X
—_— _l_
2) Iﬁ = sin 3 +C
¢
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3) —IZ—de =itan‘1 X% +cC
14 (x?)? 2

4) J‘&dx= sinT'(tan x )+c¢

J1-tan? x

J- 2 dx

2x+4/(2x)* =1

=sec ' (2x)+cC

2 -1
G)Imdx= 1/+\/;7d)§ =4tan~t /X +¢

1 V3 dx 1.
tan~*(v/3X ) +c
)«/5'[1+(«/_x) J3 (V3x)
8) ZILCIXZ= 2tan*(sin X )+c
1+(sinx)
in~! dX io=1
9) esm X. =eSII’] X+C
-1 2
10)jtan‘1x- dx2=(tan ) e
1+ x 2

5-4- Integrals of hyperbolic functions:

F-mail: dr.alimohammed@mustagbal-college.edu.iq

The integration formulas for the hyperbolic functions are:

19) [ sinhu-du=coshu+c
20) [ coshu-du = sinhu+c

21) [tanhu-du = In(coshu)+c

22) [cothu-du = In(sinhu)+c
23) [sech?u-du=tanhu+c
24) [csch?u-du=cothu+c

25) [ sechu-tanhu-du=—sechu+c

26 ) [ cschu-cothu - du = —cschu + ¢

o
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EX-4 — Evaluate the following integrals:

1) j%dx 6) [sech?(2x —3)dx
- .eX_e—X
2) |sinh(2x+1)dx 1) | ———dx
’ ‘e +e
e sinhx -
3 dx 8) |le* —e™ Jdx
). cosh® x )| ( )d
4) [ x-cosh(3x? ) dx 9 Iﬂdx
. 1+ cosh x
5) [sinh* x-coshx dx 10) Icschzx-cothx dx
Sol.-
dx .
1) [cosh(in x)-(?j = sinh(In x)+¢
1¢ . 1
Z)Ejsmh(2x+1)-(2dx)=Ecosh(2x+1)+c
3 _[ 13 Sinhx dx=jsech3x-tanhx dx
cosh® x cosh x
3
=—jsech2x-(—sechx-tanhx dx)=—SEC: X
1 , 1. ,
4)€Icosh(3x )-(6xdx)=—sinh(3x* )+
L sinh® x
5) Ismh x - (cosh x dx)= +C
1 , 1
6) —Isech (2x-3)-(2 dx)=§tanh(2x—3)+c
7)]’e —€ dx= [ tanh x dx = In(cosh x )+ ¢
e +e
- 2¢ . 2
8) 2_[ dx =—Ismhax (adx)=—coshax +c
a a
IM In(1+cosh x)+c
1+ cosh x
2
10) —jcschx-(—cschx-cothx dx)=—CSCZh X
1
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5-5- Integrals of inverse hyperbolic functions:
The integration formulas for the inverse hyperbolic functions

are:
du )
27) | —=sinhu+c
) I\/l+ u?
=cosh™tu+c

du
28)_[—
Ju? =1
tanhu+c if |u<1 1,
" |ecothtu+c if ul>1 2

= —sech™|u[+c=—cosh™ (’$J+C

%) J‘u\/l u?
du
Iy

EX-4 — Evaluate the following integrals:

=—csch™|u|+c=-sinh~ ( }

dx dx
Vmer 2 7e

dx sec’ 6 do ., dx
4) jix roel j—rn20_1 6) [tanh(Invx) o )
Sol.-

1)—_[ 2 1smh 2X+C

V1+4x?
2)jﬂ=sinh*5+c
£ (5,) ’
2

X2=tanh‘1x+c if |x<1

=coth™ x+c if |x[>1

s
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4)I%=1 /dX
XV 4 + X / /1+

1
5) | -—=—=1(sec? 8 d@)=cosh™(tan@)+c
'[\/tanze—l( )

——icsch

Xl +c

1 1
6) let u=InJ/x ==Inx du=—adx
2 2X
dx 2du
tanh ™ (In/x )- =|tanh™'u-
J x(1-1In%/x) J 1-u?
nh~u)
= 2M+ C= [tanh‘l(ln\/;)]2 +C
A
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Problems -5

Evaluate the following integrals:

1).

3).'

4).

5).

6) A
Y 1+ cosx

7).'
8) [——

9) [

¢ SINX + COSX

11)

12) |
13) |
14) |

15) [

16)

Al-Mustagbal University College

'(xz —~ 1)-(4— xz)dx

2) |

e*.sine* dx

tan(3x + 5) dx

e cot(Inx) dx

X

dx
COSX

dx

cot(2x + 1)-csc?(2x + 1) dx

dx

dx

J /2_X2

10) .'

e® . coshe ™ dx

sinx

e>"™ . cosx dx
e dXx

eSx

el -1

Jx

( x(a + b\/3x)dx where a,b constants

dx

dx
J_1-x?
e C0SO do
J1+sin’@

q

(ans.:
(ans.:

(ans.:
(ans.:

(ans.:

(ans.:

(ans.:

(ans.:

(ans.:

(ans.:
(ans.:

(ans.:

(ans.:

(ans.:

(ans.:

(ans.:

s jiaa Gl JOPMREY
Aa K daalal)

Exe’—£x5—4x+c)
3 5

—cose™ +c¢)

—%In\cos(3x+5)\+c)
In|sin(Inx)|+ ¢ )
— Inlcosx|+ x +¢)
— COtX +CSCX +C)
1 .2
_ZCOt (2x+1)+c)
1.
gsm (3x)+c)

X
t—=+c)

V2

%sinhe2X +c)

sin”

sinx

e’™ +c)

_ le—3x
3

2e5—2&+c)

+C)
%(Sax2 +4\/§bx% )+¢C)

—tan~'x+c¢)

tan~'(sin@)+c)
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! 1 .1
— CSC— cot — dx
° X X X

18) . 3x+1

T 33x2+2x+1

19) [sin(tan@)-sec’0do
[x? = x* dx

- sec?2x dx

Jtan2x
(sing —cosd) do

Y
23
)| y'+1

e dx
BRRECRE

ti(tF+1) dt

dx

20)
21) |

22) |

dy

25) |
26) |
27) "

28) |

29) |

30) |

31) _'

32) |

33) |
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(ans.: csc£+c)
X
(ans.: %%/(3x2+2x+1)2 +c)
(ans.: —cos(tan@)+c)
(ans.: —%J(l—xz)3 +c)

(ans.: vtan2x+c)

(ans.: @+ cos’d+c)
(ans.: %tan‘1y2+c)
(ans.: 2tan™*y/x +¢)
9 s s
ans.: —(t*+1)*+c
( 25( )’ +c¢)
(ans.: > 1+ Xx° +C)

1 1 3
ans.: ——\cos™"4x) +c
( =1 f+c)
(ans.: sec™'(2x)+c)
(ans.: %tanh X+C)

1 Inx2
ans.: —— +C
( 2In3 )
(ans.: IniIn(sin x)+c)
(ans.: %(Inx)3+c)
(ans.: e** +c¢)

\
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35) |

36)

37)
38)
39)
40)
41)
42)

43)

a4) |
45) |
46) |
a7) |

48) [
)] 1+e®

'COS\/;d

49) |

50) ..—
* SIN X-COS X

X-In X
do

- 2%

Jax
- e
) 1+ 4t?
e COt X
Y CSC X

cosh@ + sinh @

_2x
8 dx

tan~' 2t

dt

dx

sec* x-tan® x dx

csc? 3x dx

- cos> t

dt
sin’t

- sec? x
J tan* x

[ tan? 40 do

dx

X

e
1+e”

dx

tan® 2x dx

sec’ X

—dx
2+tan x

sec’ 3x dx

et

dt

Jx
dx

Al-Mustagbal University College

(@ans.: Inlnx+c)
(ans.: —e? +¢)
(ans.: X — 2°*+¢)
5In2
1 )
(ans.: =e™ ?*'+¢)
2
(ans.: sinx+c)
1 1
(ans.: =tan® x+ztan4 X+C)
1 ., 1
(ans.: ——cot® 3x——cot3x+c¢)
9 3
(ans.: —csct—sint+c¢)
1 .3
(ans.: —gcot X—COtX +C)
1
(ans.: Ztan46—0+c)
(ans.: In(1+e”*)+c)
1., 1
(ans.: Ztan 2x+EIn\COSZX\+c)
(ans.: In(2+tanx)+c)
1 1
(ans.: =tan®3x+-tan3x+c)
9 3
(ans.: tan'e' +¢)
(ans.: Zsin\/;+c)
(ans.: — Injcsc2x + cot2x|+c )

AR
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(ans.:

51) '1/1+siny dy
52) . > o = (ans.:
S (x“+1)(2+tan™" x)
53) [ sin~*(cosh x)- sinh x_dx (ans. :
Y v1-cosh? x
54) - cosQ 02I¢9
J1-sin“@
55) ' dx (ans.:
’ x(1+(lnx)2) h
56 ) '(e%x—2e3X+e%) dx (ans.:
e* dx
o7 ans.:
) Iezx +2e* +1 (
58) [e*.sinh2x dx (ans.:
. 3 sin X
59) e X+e dx (ans.:
. Sec X
. 3x+2
60) | ———dx ans. :
) | 2+9* (
- cos x dx
61 ans. :
) | Jsin x -/1—sin x (
62) [tan®x dx (ans.:
63) .e|nsin—1x.L2 (anS.:
’ 1-x
64) [ xe¥! dx (ans.: =
65) 'cosh(ln cosx) dx (ans.:
66 ) ' C_OSZX dx (ans.:
Jsin® x
67 ) [ cosh™*(sinx) _cosxdx (ans.:
Y Vsin®x -1

Al-Mustagbal University College

—241-siny+c)

In(2+tan™ x)+c)

%(sinh‘l(cosh X ))2 +c)

(ans.: Insecd +tand|+c)

'Y

s jiaa Gl JOPMREY
Aa K daalal)

tan~'(Inx)+c)

4 oo 8 s, x
§e4 ——e*" +4e‘ +c¢)

+C
e +1 )

LI EPEII +C)
213

sin x

tanx +e™"* +¢)

3 X+1

V21In3 J2
2sint4/sinx +¢)

-1

tan +C)

1
—sec* x—sec? x—In|cos x|+ ¢ )
1,.
—(sin™'x)*+c¢)
2
1 .
e’ 1 +c¢)
2
1.
E[smx + In|secx + tanx|]+ ¢
—CSCX+C)
1 :
E[cosh‘l(smx)]2 +c)
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