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 (اسم القسم )/ تقنيات البناء والانشاءات

الثانية /  (المرحلة ) 

 (اسم المادة )   الرياضيات المتقدمة

 

                   Partial derivative   

في علم الرياضيات هو اشتقاق دالة رياضية مكونة من عدة متغيرات بحيث يكون ذلك  :الاشتقاق الجزئي 

 .الاشتقاق بالنسبة لأحد هذه المتغيرات مع معاملة باقي المتغيرات كثوابت 

  explicit الاشتقاق الجزئي الظاهري1.

هو عملية حساب المشتقة الجزئية لدالة تعتمد على عدة متغيرات، حيث نقوم بحساب المشتقة بالنسبة لمتغير  

 .واحد مع اعتبار المتغيرات الأخرى ثابتة

/Ex  اوجد المشتقات الجزئية 
𝝏𝒛

𝝏𝒙 
و       

𝝏𝒛

𝝏𝒚 
𝑧             اذا كان :      = 𝑦𝑥2 + 3𝑥𝑦3 + 4𝑥 

……………………….. 

For  
𝜕𝑧

𝜕𝑥 
  : 2𝑦𝑥 + 3𝑦3 + 4 

For  
𝜕𝑧

𝜕𝑦 
  : 𝑥2 + 9𝑥𝑦2 + 0 

  implicit الاشتقاق الجزئي الضمني2 .

ولكن يوجد علاقة بين  )،f(x, y( =zيسُتخدم عندما لا يمكن كتابة الدالة بشكل صريح )أي ليست في الشكل 

 .المتغيرات. نقوم بحساب المشتقة مع اعتبار أن المتغيرات تعتمد على بعضها البعض 

                  𝒙𝟐 + 𝒚𝟐 = 𝟏                      /𝐄𝐱جد 
𝝏𝒚

𝝏𝒙 
       

……………………. 

   𝟐𝒙 + 𝟐𝒚 
𝝏𝒚

𝝏𝒙 
= 𝟎              − − − −►                    

𝜕𝑦

𝜕𝑥 
= −

𝑥

𝑦 
 

 :خلاصة الفرق

 :الاشتقاق الجزئي الظاهري  •

 .يتم حساب المشتقة بالنسبة لمتغير واحد مع اعتبار المتغيرات الأخرى ثابتة

 :الاشتقاق الجزئي الضمني •

 .المعادلة بالكامل حساب المشتقة لدالة لا تكون معروفة بشكل صريح، ونشتق يتم 
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/Ex   جد المشتقات الجزئية 
𝜕𝑧

𝜕𝑥 
و        

𝜕𝑧

𝜕𝑦 
  2z – 3xy + 4 = 0 اذا كان :    

………………………. 

/Sol هنا لدينا اشتقاق ضمنيimplicit    

For  
𝝏𝒛

𝝏𝒙 
  : 

2 
𝝏𝒛

𝝏𝒙 
  -  3y + 0 = 0 

 
𝝏𝒛

𝝏𝒙 
  =  

𝟑𝐲

𝟐
    

For  
𝝏𝒛

𝝏𝒚 
  : 

2 
𝝏𝒛

𝝏𝒚 
  -  3x + 0 = 0 

 
𝝏𝒛

𝝏𝒚 
 =  

𝟑𝐱

𝟐
    

------------------------------------------------------------------------------------------------ 

 ) chain Ruleقاعدة السلسلة (

 قاعدة السلسلة تسُتخدم عندما نحتاج لحساب مشتقة دالة مركبة، أي دالة تتكون من دالة أخرى.

 



Al-Mustaqbal University 

 (اسم القسم )/ تقنيات البناء والانشاءات

الثانية /  (المرحلة ) 

 (اسم المادة )   الرياضيات المتقدمة

 

 

 

/Ex  اوجد 
𝝏𝒛

𝝏𝒗
 اذا كان :    v  =  1  ,  u = 0عندما   

2zx + 3x – zy + 12 = 0 

x = 2uv² 

y = v + 3 

……………………………………….. 

/sol لاحظ ان  ادناهلتوضيح مسارات الاشتقاق الجزئي انظر الشكل .y    دالة  الى v    فقط 
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2zx + 3x – zy + 12 = 0 

By implicit derivation : for x :  

2z (1) + 2x 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
  + 3 – y 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
  + 0 = 0  

 
𝜕𝑧

𝜕𝑥
 =  

2𝑧+3

2𝑥−𝑦 
   

By implicit derivation : for y :  

0 + 0 – z(1) – y 
𝜕𝑧

𝜕𝑦
 + 0 = 0 

𝜕𝑧

𝜕𝑦
 
𝑧

𝑦
 = 

لكي نحصل على   في المثالحسب قاعدة السلسلة من الشكل  
𝜕𝑧

𝜕𝑣
هناك مساران يتم الجمع فيهما : المسار الاول   

 ولذلك يكون :  z →  y  →  vوالثاني :     z →  x  →  vهو    

 
𝜕𝑧

𝜕𝑣
 =  

𝜕𝑧

𝜕𝑥
  ×    

𝜕𝑥

𝜕𝑣
   +     

𝜕𝑧

𝜕𝑦
  ×    

𝑑𝑦

𝑑𝑣
    

𝜕𝑥

𝜕𝑣
  =  4uv 

  
𝑑𝑦

𝑑𝑣
  =  1 

So  :   
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𝜕𝑧

𝜕𝑣
  =  

2𝑧+3

2𝑥−𝑦 
  ×  4uv   +   

− 𝑧 

𝑦 
  ×  1    

When  u = 0 and  v = 1  

x = 0   ,  y = 4 , z = 3 

so :   

𝜕𝑧

𝜕𝑣
  =  

−9

4 
  ×  0   +   

−3 

4 
  ×  1 =   

−3 

4 
 

 النهايات العظمى والصغرى ونقاط الانقلاب 

 

 

 -------------------------------------------------------------------------------------- 

/Ex اوجد النهايات الصغرىmin   او العظمىmax   او نقاط الsaddle   : ان وجدت للسطح 

z  =  x² - y²   

…………………… 

 بصوره مبسطه 
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𝑓𝑥  = 2x   

𝑓𝑥  = 0    gives    x  = 0 

𝑓𝑦  = -2y 

 𝑓𝑦  = 0    gives    y =  0     

Sub.  eq. of the surface  

Z  = 0 – 0  = 0 

So the point under study is ( 0 , 0 , 0) 

𝑓𝑥𝑥  =   2 > 0 

𝑓𝑦𝑦  = -2 < 0 

𝑓𝑥𝑦  =   𝑓𝑦𝑥  =  0  

𝑓𝑥𝑥 . 𝑓𝑦𝑦  - (𝑓𝑥𝑦)²  =  2 ( -2 ) – (0)² = -4 < 0  

Saddle point ( 0 , 0 , 0  

------------------------------------------------------------------------------ 

/Ex اوجد النهايات min   او max    اوsaddle    : للسطح 

z = 2xy – 5x² - 2y² + 4x – 4 

……………………….. 

𝑓𝑥  = 2y – 10x + 4  

 𝑓𝑥 = 0    gives    y =  5x – 2 …….(1) 

𝑓𝑦  = 2x – 4y 

 𝑓𝑦  = 0    gives    y  =  
𝑥

2
   ……. (2)   

From (1) & (2) : 

X = 
𝟒

𝟗
   so : y = 

𝟐

𝟗
   and  z = 

−𝟐𝟖

𝟗
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So the point under study is   (
𝟒

𝟗
 , 

𝟐

𝟗
, 

−𝟐𝟖

𝟗
) 

 𝒇𝒙𝒙 =  -10  <  0  concave down 

 𝒇𝒚𝒚 = -4 <  0  concave down 

  𝒇𝒙𝒚=   𝒇𝒚𝒙  =  2  

𝒇𝒙𝒙. 𝒇𝒚𝒚  - (𝒇𝒙𝒚)²  =  -10 ( -4 ) – (2)² =   36   > 0 

No saddle point   and  local maxima at  (  
𝟒

𝟗
  ,  

𝟐

𝟗
  ,  

−𝟐𝟖

𝟗
  ) 

ايضا سالبة ) تحدب ايضا ( اذن تكون النقطة نهاية     y) تحدب ( والى    سالبة   xبما ان المشتقة الثانية الى  

     Maxima  عظمى 

-------------------------------------------------------------- 

/Ex اوجد النهايات min   او max    اوsaddle    : للسطح 

z = x² – 4xy + y² + 5x – 2y 

…………………………………… 

  𝑓𝑥= 2x – 4y + 5 

𝑓𝑥  = 0    gives    y =  0.5x + 1.25…….(1) 

𝑓𝑦  = -4x +2y -2 

 𝑓𝑦  = 0    gives    y  = 2x + 1 ……. (2)   

From (1) & (2) : 

X = 
1

6
   so : y = 

4

3
   and  z = 

−1

12
 

So the point under study is   (
1

6
  ,  

4

3
 , 

−1

12
) 

  𝑓𝑥𝑥=  2  >  0  concave up 

  𝑓𝑦𝑦=  2  >  0  concave up 
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  𝑓𝑥𝑦=   𝑓𝑦𝑥  =  -4  

𝑓𝑥𝑥 . 𝑓𝑦𝑦  - (𝑓𝑥𝑦)²  =  2 ( 2 ) – (-4)² =   -12  <  0 

Saddle point   at  (  
4

9
  ,  

2

9
  ,  

−28

9
  ) 

 ايضا موجبة ) تقعر ايضا ( لكن النتيجة كانت     yموجبة ) تقعر ( والى     xرغم ان المشتقة الثانية الى  

saddle point  . لذلك المهم هو تطبيق الشرط ) الفحص ( اي المتباينة 

  -------------------------------------------------------------------------------------------------- 

/Ex اوجد النهايات min   او max    اوsaddle    : للسطح 

z = x² + 2xy  

………………………………. 

  𝑓𝑥= 2x  + 2y  

  𝑓𝑥= 0    gives    y = -x ………(1)  

  𝑓𝑦= 2x  

 𝑓𝑦  = 0    gives    x  = 0  

From (1) :  y =0   

   z = 0  

So the point under study is   ( 0 , 0 , 0 ) 

 𝑓𝑥𝑥 =  2  >  0  concave up 

  𝑓𝑦𝑦=  0 

 𝑓𝑥𝑦 =   𝑓𝑦𝑥  =  2  

𝑓𝑥𝑥. 𝑓𝑦𝑦  - (𝑓𝑥𝑦)²  =  2 ( 0 ) – (2)² =   -4  <  0 

Saddle point   at  ( 0 , 0 , 0 ) 
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 صفر  ) نقطة انقلاب  ( لكن النتيجة كانت    yموجبة ) تقعر ( والى   xرغم ان المشتقة الثانية الى 

saddle point   لذلك المهم هو تطبيق الشرط ) الفحص ( اي 

 

  

 

 

 

 


