
 الفصل الثاني

  الغايات والاستمرارية 
  مقدمة

ان مفهوم الغاية من اهم المفاهيم الاساسية في موضوع الرياضيات وهو مفهوم يتعلق 
  بسلوك الدالة عندما يقترب متغيرها نحو عدد معين أو نحو اللانهاية.

بحيث ان  𝑅 مجموعة جزئية من مجموعة الاعداد الحقيقية  A لتكن  :ة)(الغايتعريف
  .Rفي  Aمعرفة من المجموعة  fالدالة 

:𝑓نقول ان الدالة  𝐴 → 𝑅  تنتهي الى𝑏 ∈ 𝑅  عندما تنتهي النقطةx الى النقطة 𝑥  
limنرمز لذلك بالرمز  Rفي 

௫→௫బ

𝑓(𝑥) = 𝑏  أو𝑓(𝑥) → 𝑏  عندما𝑥 → 𝑥  اذا

  -تحقق الشرط التالي:

δيقي موجب أخر يمكن ايجاد عدد حق εلكل عدد حقيقي موجب  = δ(ε)  بحيث يكون  

 |𝑥 − 𝑥| < δ ⇐ |𝑓(𝑥) − 𝑏| < ε  فأن   ∀𝑥𝜖𝐴 .  

  . 𝑥من   𝑥عندما تقترب  bتقترب من  𝑓(𝑥)يعني أن 

من   𝑥عندما تقترب  f(x)والبحث عن غاية دالة هو البحث عن قيمة تقترب اليها الدالة 
  . 𝑥عدد 

𝑥عندما  f(x)لحساب غاية الدالة  → 𝑎  نعوض في هذه الدالة عند𝑥 = 𝑎  وقد نحصل
  عليها وقد لا نحصل عليها عندئذ نتبع طرق أخرى سنتطرق اليها في ما بعد.

  -:قوانين الغايات

𝒇(𝒙) غاية الدالة الثابتة = الثابت نفسه     .1 = 𝒄  

lim
௫→

𝑓(𝑥) = 𝑐  

 أوجد غاية الدوال التالية: -:1مثال

lim
௫→ିଶ

5, lim
௫→

√7 

,  -:الحل lim
௫→ିଶ

5 = 5 lim
௫→

√7 = √7  



  الدالة لا تحتوي على كسر أيغاية الدالة كثيرة الحدود : .2

لايجاد الغاية نعوض مباشرة في الدالة    

   جد  -: 2 مثال

lim
௫→ିଵ

(𝑥ଷ + 2𝑥 + 3)                                         

  -الحل :

 lim
௫→ିଵ

(𝑥ଷ + 2𝑥 + 3) = (−1)ଷ + 2(−1) + 3 =  −1 − 2 + 3 = 0 

 مثال 2 :-  جد

lim
௫→ିଷ

(𝑥ଷ + 2𝑥)                                                                                         

  -الحل :

 lim
௫→ିଷ

(𝑥ଷ + 2𝑥) = (−3)ଷ + 2(−3) = −27 − 6 = −33 

 ملاحظة / اذا كانت الدالة جذرية نعوض مباشرة بشرط ان يكون الناتج اكبر او يساوي صفر 

 مثال :- جد 

 lim
௫→ଵ

√4𝑥 + 5 

   -الحل :

lim
௫→ଵ

√4𝑥 + 5 =  ඥ4(1) + 5 = √9 = 3  

 مثال :

 lim
௫→ିଶ

√𝑥 + 2 

  -الحل :

   

 lim
௫→ିଶ

√𝑥 + 2 = √−2 + 2 = 0 

 

 



لتين هما :اذا كانت الدالة كسرية توجد حا -3  

 أ- التعويض المباشر 

: الأمثلةنستخدم طريقة التعويض عندما نعوض في المقام يكون المقام لا يساوي صفر كما في   

 مثال :- جد 

lim
௫→ିଶ

௫రାଵ

௫ାଵ
  

  -الحل :

lim
௫→ିଶ

௫రାଵ

௫ାଵ
=  

(ିଶ)రାଵ

ିଶାଵ
=  

ଵାଵ

ିଵ
= −17  

 مثال :- جد 

lim
௫→

௫రାହ

ଶ௫ାଵ
  

  -الحل :

lim
௫→

௫రାହ

ଶ௫ାଵ
=  

()రାହ

ାଵ
=  

ହ

ଵ
= 5  

ب- طريقة التحليل : نستخدم طريقة التحليل عندما نعوض يكون المقام يساوي صفر و كما 
: الأمثلةموضح في   

 مثال :- جد

lim
௫→ଷ

௫మିଽ

௫ିଷ
  

  -الحل :

 lim
௫→ଷ

௫మିଽ

௫ିଷ
= lim

௫→ଷ

(௫ିଷ)(௫ାଷ)

௫ିଷ
= lim

௫→ଷ
𝑥 + 3 = 3 + 3 = 6   

 مثال :- جد 

lim
௫→ଶ

௫యି଼

௫ିଶ
  

lim
௫→ଶ

௫యି଼

௫ିଶ
= lim

௫→ଶ

(௫ିଶ)(௫మାଶ௫ାସ)

௫ିଶ
= lim

௫→ଶ
𝑥ଶ + 2𝑥 + 4 = 4 + 4 + 4 = 12   

 مثال :- جد 



lim
௫→ିଶ

௫మାଶ௫

௫మି௫ି
  

 -الحل :

lim
௫→ିଶ

௫మାଶ௫

௫మି௫ି
= lim

௫→ିଶ

௫(௫ାଶ)

(௫ିଷ)(௫ାଶ)
= lim

௫→ିଶ

௫

(௫ିଷ)
=

ିଶ

ିଶିଷ
=

ିଶ

ିହ
=

ଶ

ହ
   

 مثال :- جد 

lim
௫→ଷ

௫యିଶ

௫మାଶ௫ିଵ
  

  -الحل :

lim
௫→ଷ

௫యିଶ

௫మାଶ௫ିଵହ
 = lim

௫→ଷ

(௫ିଷ)(௫మାଷ௫ାଽ)

(௫ାହ)(௫ିଷ)
= lim

௫→ଷ

௫మାଷ௫ାଽ

(௫ାହ)
=

ଽାଽାଽ

ଷାହ
=

ଶ

଼
  

 مثال :- جد 

lim
௫→ଵ

௫రିଵ

௫ିଵ
  

  -الحل :

lim
௫→ଵ

௫రିଵ

௫ିଵ
= lim

௫→ଵ

(௫మିଵ)(௫మାଵ)

௫ିଵ
= lim

௫→ଵ

(௫ିଵ)(௫ାଵ)(௫మାଵ)

௫ିଵ
= lim

௫→ଵ
(𝑥 + 1)( 𝑥ଶ + 1)

                                               
    

= (1 + 1)(1 + 1) = 4      

 مثال :- جد 

lim
௫→ିଶ

௫యା଼

௫రିଵ
  

 الحل :-

lim
௫→ିଶ

௫యା଼

௫రିଵ
= lim

௫→ିଶ

(௫ାଶ)(௫మିଶ௫ାସ)

(௫మିସ)(௫మାସ)
= lim

௫→ିଶ

(௫ାଶ)(௫మିଶ௫ାସ)

(௫ିଶ)(௫ାଶ)(௫మାସ)
    

lim
௫→ିଶ

(௫మିଶ௫ାସ)

(௫ିଶ)(௫మାସ)
   

lim
௫→ିଶ

(௫మିଶ௫ାସ)

(௫ିଶ)(௫మାସ)
=

ସାସାସ

(ିଶିଶ)(ସାସ)
=

ଵଶ

ିସ∗଼
=

ିଷ

଼
   

 

 



 مثال :- جد

 lim
௫→ଵ

௫యା௫మି଼௫

ଷ௫మିଷ
 

  -الحل :

lim
௫→ଵ

௫యା௫మି଼௫

ଷ௫మିଷ
= lim

௫→ଵ

௫(௫మା௫ି଼)

ଷ(௫మିଵ)
= lim

௫→ଵ

௫(௫ା଼)(௫ିଵ)

ଷ(௫ିଵ)(௫ାଵ)
= lim

௫→ଵ

௫(௫ା଼)

ଷ(௫ାଵ)
        

lim
௫→ଵ

ଵ(ଵା଼)

ଷ(ଵାଵ)
=

ଷ

ଶ
    

 الدالة الكسرية و تحتوي على جذر

 الضرب في العامل المرافق 

: الأمثلةنستخدم هذه الطريقة عندما نعوض فيكون المقام يساوي صفر كما موضح في   

 مثال :- جد 

lim
௫→ଷ

√௫ାଵିଶ

௫ିଷ
   

  -الحل :

lim
௫→ଷ

√௫ାଵିଶ

௫ିଷ
 =  lim

௫→ଷ

√௫ାଵିଶ

௫ିଷ
∗

√௫ାଵାଶ

√௫ାଵାଶ
 =  lim

௫→ଷ

௫ାଵିସ

(௫ିଷ)(√௫ାଵାଶ)
    

lim
௫→ଷ

௫ିଷ

(௫ିଷ)(√௫ାଵାଶ)
=   lim

௫→ଷ

ଵ

√௫ାଵାଶ
=

ଵ

√ଷାଵାଶ
=

ଵ

ସ
     

 مثال :- جد 

lim
௫→√ଶ

௫మିଶ

௫ି√ଶ
  

  -الحل :

lim
௫→√ଶ

௫మିଶ

௫ି√ଶ
= lim

௫→√ଶ

௫మିଶ

௫ି√ଶ
∗

௫ା√ଶ

௫ା√ଶ
= lim

௫→√ଶ

(௫మିଶ)(௫ା√ଶ)

௫మିଶ
=  lim

௫→√ଶ
𝑥 + √2   

= √2 + √2 = 2√2  

 

 

  



 مثال :- جد 

lim
௫→ଵ

௫మିଵ

√௫ିଵ
     

 الحل :-

lim
௫→ଵ

௫మିଵ

√௫ିଵ
= lim

௫→ଵ

௫మିଵ

√௫ିଵ
∗  

√௫ାଵ

√௫ାଵ
=    lim

௫→ଵ

(௫మିଵ)൫√௫ାଵ൯

௫ିଵ
    

= lim
௫→ଵ

(௫ିଵ)(௫ାଵ)൫√௫ାଵ൯

௫ିଵ
= (1 + 1)൫√1 + 1൯ = 4  

 مثال :- جد 

lim
௫→ଵ

 (𝑥 + 1)൫√𝑥 + 1൯  

  -الحل :

=  lim
௫→ଵ

 (𝑥 + 1)൫√𝑥 + 1൯ = (1 + 1)൫√1 + 1൯ = 2 ∗ 2 = 4  

 مثال :- جد 

lim
௫→ଵ

௫యିଽ

√ଷ௫ିଷ
   

  -:الحل 

lim
௫→ଵ

௫యିଽ

√ଷ௫ିଷ
=

ଵିଽ

√ଷିଷ
=

ି଼

√ଷିଷ
   

 مثال :- جد 

lim
௫→ିଵ

௫మା௫

√௫ାଵିଷ
     

  -الحل :

lim
௫→ିଵ

௫మା௫

√௫ାଵିଷ
=  lim

௫→ିଵ

௫మା௫

√௫ାଵିଷ
∗

√௫ାଵାଷ

√௫ାଵାଷ
= lim

௫→ିଵ

௫(௫ାଵ)൫√௫ାଵାଷ൯

௫ାଵି
       

lim
௫→ିଵ

௫(௫ାଵ)൫√௫ାଵାଷ൯

௫ାଵ
= lim

௫→ିଵ
 𝑥൫√𝑥 + 10 + 3൯ =  −1൫√−1 + 10 + 3൯  

−1(3 + 3)  =  −6   

 



 غاية الدالة المنفصلة

 

𝑥لايجاد غاية الدالة المنفصلة عند  → 𝑎  : نتبع ما يلي  

limنجد غاية الدالة من اليمين   -1
௫→శ

𝑓(𝑥)  1رمز لها بالرمز  و نL 

limنجد غاية الدالة من اليسار    -2
௫→ష

𝑓(𝑥)    2و نرمز لها بالرمزL 

𝑥فأن للدالة غاية عند   1L = 2L اي ان اذا كانت الغاية من اليمين = الغاية من اليسار -3 → 𝑎.  

𝐿ଵالغاية من اليسار ≠اذا كانت الغاية من اليمين  -4 ≠ 𝐿ଶ    الة غاية عند للد ه ليسفأن𝑥 → 𝑎.  

  لتكن الدالة -مثال :

𝑓(𝑥) = ቄ
1 − 𝑥        𝑥 ≤ 2
𝑥 + 1         𝑥 > 2

  

 ؟2هل للدالة غاية عند 
  -الحل :

lim
௫→ଶ

𝑓(𝑥) = ൝
lim

௫→ଶశ
𝑓(𝑥) = lim

௫→ଶ
 𝑥 + 1 = 1 + 1 = 2 = 𝐿ଵ

lim
௫→ଶష

𝑓(𝑥) = lim
௫→ଶ

1 − 𝑥 = 1 − 2 = −1 = 𝐿ଶ
  

.𝐿ଶ ≠ 𝐿ଵ  ∴  ليس للدالة غاية لان  

 
  لتكن الدالة -مثال :

𝑓(𝑥) = ൜𝑥ଶ + 1        𝑥 ≥ 1
2𝑥         𝑥 < 1

  

 ؟1هل للدالة غاية عند 
  -الحل :

 lim
௫→ଵ

𝑓(𝑥) = ൝
lim

௫→ଵశ
𝑓(𝑥) = lim

௫→ଵ
𝑥ଶ + 1 = 1 + 1 = 2 = 𝐿ଵ  

lim
௫→ଵష

𝑓(𝑥) = lim
௫→ଵ

2𝑥 = 2(1) = 2 = 𝐿ଶ    
  

𝐿ଶللدالة غاية لان   ∴ = 𝐿ଵ    
 

  لتكن الدالة -مثال :

𝑓(𝑥) = ൜
𝑥ଶ + 𝑎        𝑥 > 1
𝑏 − 2𝑥         𝑥 ≤ 1

  

limو كانت 
௫→ଵ

𝑓(𝑥)   , موجودةlim
௫→ିଵ

𝑓(𝑥) =   ؟ , a bجد قيمة  5

 -الحل :



lim
௫→ିଵ

𝑓(𝑥) = 5  

lim
௫→ିଵ

𝑏 − 2𝑥 = 5  

𝑏 − 2(−1) = 5   
𝑏 + 2 = 5   
𝑏 = 5 − 2 = 3  

  ان الغاية من اليمين = الغاية من اليسار  أيبما انه الغاية موجودة 
lim

௫→ଵశ
𝑓(𝑥) = lim

௫→ଵష
𝑓(𝑥)  

lim
௫→ଵ 

𝑥ଶ + 𝑎 = lim
௫→ଵ

3 − 2𝑥  

1 + 𝑎 =  3 − 2  
1 + 𝑎 = 1  
𝑎 = 1 − 1 = 0  

 مثال :-لتكن الدالة  

𝑓(𝑥) = ቄ
𝑎 + 2𝑥        𝑥 ≤ −1
3 − 𝑥ଶ         𝑥 > −1

  

limو كانت 
௫→ିଵ

𝑓(𝑥)   موجودة , جد قيمة𝑎  حيث ان𝑎 ∈ 𝑅؟  

  -الحل :
  ان الغاية من اليمين = الغاية من اليسار  أيبما انه الغاية موجودة 

lim
௫→ିଵష

𝑓(𝑥) = lim
௫→ିଵశ

𝑓(𝑥)  

lim
௫→ିଵ 

𝑎 + 2𝑥 = lim
௫→ିଵ

3 − 𝑥ଶ  

𝑎 − 2 = 3 − 1  
𝑎 − 2 = 2  
𝑎 = 2 + 2 = 4  

 -مثال :
𝑓(𝑥) = ቄ

3𝑥 + 𝑎        𝑥 ≥ 3
𝑥ଶ − 𝑏         𝑥 < 3

   

limو كانت 
௫→ଷ

𝑓(𝑥)   موجودة وان𝑓൫√2൯ = ,𝑎 , جد قيمة 5 𝑏  حيث ان𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅؟  

  -الحل :

𝑓൫√2൯ = 5 

൫√2൯
ଶ

− 𝑏 = 5    →    2 − 𝑏 = 5   →   𝑏 = 2 − 5 =  −3 
  الغاية موجودة   بما ان

  الغاية من اليمين = الغاية من اليسار  
 
lim

௫→ଷష
𝑓(𝑥) = lim

௫→ଷశ
𝑓(𝑥)  



lim
௫→ଷ 

𝑥ଶ + 3 = lim
௫→ଷ

3𝑥 + 𝑎  

9 + 𝑎 = 9 + 3      →   9 + 𝑎 = 12     → 𝑎 = 12 − 9 = 3  

limاذاكانت  -مثال :
௫→ସ

௫మିଶ௫ା

௫ାଷ
= 3𝑎 − 𝑎   حيث ان  𝑎جد قيمة   4 ∈ 𝑅   ؟  

   -الحل :

lim
௫→ସ

௫మିଶ௫ା

௫ାଷ
= 3𝑎 − 4   

ଵିଶ(ସ)ା

ସାଷ
= 3𝑎 − 4  

ଵସ


= 3𝑎 − 4  

2 = 3𝑎 − 4     → 3𝑎 = 2 + 4    → 3𝑎 = 6   →   𝑎 = 2  
 

limاذا كانت  -مثال :
௫→ଵ

௫మାଷ௫ିଵ

௫ାଶ
= 2𝑎 + 𝑎   حيث ان  aجد قيمة   3 ∈ 𝑅   ؟  

 -الحل :
lim
௫→ଵ

௫మାଷ௫ିଵ

௫ାଶ
= 2𝑎 + 3    

ଵାଷିଵ

ଵାଶ
= 2𝑎 + 3  

1 = 2𝑎 + 3    → 2𝑎 = 1 − 3     → 2𝑎 = −2    →   𝑎 = −1   

𝑓(𝑥) اذا كانت  -مثال : = 𝑎𝑥ଶ + 𝑏𝑥 وكانت lim
௫→ଵ

𝑓(𝑥) = 5  ,  lim
௫→ିଶ

𝑓(𝑥) = جد   8

  ؟   a, bقيمتي 

 -الحل :

lim
௫→ଵ

𝑓(𝑥) = 5     → a(1)ଶ + b(1) = 5  → a + b = 5   … (1)   

lim
௫→ିଶ

𝑓(𝑥) = 8    → 4𝑎 − 2𝑏 = 8    → 2𝑎 − 𝑏 = 4       … (2)  

) انيا بالجمع  2) و (1نحل المعادلتين (  

3𝑎 = 9    → 𝑎 = 3        

= 𝑎نعوض قيمة    ) 1في معادلة (  3 

3 + 𝑏 = 5   → 𝑏 = 5 − 3 = 2  

 

 


