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-V حل نموذج البرمجة الخطیة باستخدام طریقة الحل البیاني:  

یمكن حل النموذج الریاضي بطریقة الرسم البیاني عندما یكون النموذج الریاضي متكون من   

ه الطریقة في الحیاة العملیة معدومة لأن متغیرتین فقط ویسمى أحیاناً بالطریقة الهندسیة، أما استخدام هذ

عدد المتغیرات التي تؤثر في اتخاذ القرارات كثیرة جداً، ولكن استخدام هذه الطریقة تعتبر مدخلاً لفهم 

واستیعاب طریقة الحل، حیث تعطي تصوراً عن صورة احتمالات الحل الأمثل للنموذج الریاضي، وكما 

في حالة احتواء النموذج الریاضي على متغیرتین فقط لأن مجال  ذكرنا فإن هذه الطریقة تستخدم فقط

(X1,X2) الرسم یعتمد أساساً على الإحداثیات المتعامدة
1.   

وتعتبر هذه الطریقة من الطرق البسیطة والتي تعطي نتائج دقیقة إلا أنها طریقة غیر كفوءة في   

  .معالجة مشكلات البرمجة الخطیة في الحیاة العملیة

-1-V وات إیجاد الحل الأمثلخط: 

وتتكون عملیة الحل بطریقة الحل البیاني من عدد من الخطوات التي لابد من مراعاة تسلسلها 

  :للوصول إلى الحل النهائي

  تحویل كل متراجحات القیود إلى معادلات، وعملیة التحویل هذه تجعل القید في صیغة معادلة

 خطیة یمكن تمثیلها بخط مستقیم؛

  تقاطع كل قید مع المحورین والتوصیل بین هاتین النقطتین بخط مستقیم لكل قید، تحدید نقاط

 وتسمى المنطقة التي تشترك فیها جمیع القیود المتعلقة بالمشكلة بمنطقة الحلول الممكنة؛

  متراجحات القیود من نوع أصغر أو یساوي، وهي في الغالب مترافقة مع مسائل البرمجة إذا كانت

ون هدفها التعظیم، نشطب المناطق التي لاتحقق القیود وهي توجد إلى یمین الخطیة التي یك

المستقیم،   فإن منطقة الحل الممكنة یجب أن تكون محدودة من الیمن وباتجاه نقطة الأصل 

وبالتالي فهي تأخذ شكل المضلع، والحل الأمثل یقع على أحد رؤوس المضلع الأبعد عن نقطة 

 الأصل؛ 

  ت القیود من نوع أكبر أو یساوي، وهي في الغالب مترافقة مع مسائل البرمجة متراجحاإذا كانت

الخطیة التي یكون هدفها التدنئة، نشطب المناطق التي لا تحقق القیود وهي توجد إلى یسار 

المستقیم،   فإن منطقة الحل الممكنة تكون خارج المضلع بدلاً من أن تقع داخله أي أن منطقة 

 غیر محددة من الیمین ونقطة الحل الأمثل هي الأقرب عن نقطة الأصل؛الحل الأمثل تكون 

  معاً، فإنها تكون مترافقة مع مسائل ) ≥،  ≤(متراجحات القیود في المشكلة خلیط من إذا كانت

 البرمجة الخطیة بنوعیها التعظیم والتدنئة، ولهذه الحالة منطقة حل ممكنة على شكل مضلع؛

                                                 
 .38ص  .2007، الأردن، 1، دار الحامد، ط"الكمیة وبحوث العملیاتالجدید في الأسالیب " : سهیلة عبد االله سعید . 1
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 ن النقاط المضلع بمنطقة الحل الكلیة، أي نجد قیم إیجاد إحداثیات كل نقطة مX1   وX2  عند كل

 نقطة؛

  نجد قیمة)Z ( التي تمثل قیمة دالة الهدف عند كل نقطة من النقاط المضلع عن طریق تعویض

 إحداثیات النقطة رؤوس المضلع في دالة الهدف؛

  نحدد نقطة الحل الأمثل، وهي النقطة التي قیمة)z ( یمكن في حال كانت دالة عندها أكبر ما

عندها أقل ما یمكن في حالة كانت ) z(، أو النقطة التي قیم (Maximization)الهدف التعظیم 

 . (Minimization)دالة الهدف تخفیض 

  ویمكن إیجاد الحل الأمثل بطریقة مباشرة عندما یكون منطقة الحل عبارة عن مضلع متعدد

معدومة، أي نساویها إلى الصفر، ونرسم مستقیمها الرؤوس، وذلك بجعل دالة الهدف معدومة 

، نحرك المستقیم )(على نفس المعلم، یمر هذا المستقیم من نقطة المبدأ، نسمي هذا المستقیم 

) ( بصفة متوازیة اتجاه رؤوس المضلع المحصل علیه من المستقیمات، وتكون النقطة التي

عند ) (هي آخر نقطة یصل إلیها المستقیم ) دالة الهدف(ق أكبر قیمة للدالة الإقتصادیة تحق

سحبه إلى الأعلى بشكل موازي لأصله، وهي نقطة حاصلة من التقاطع عدة مستقیمات مولدة 

 .1وعكس في حالة التدنئة

  :ة الخطیةلخطوات على نموذج البرمجوفیما یلي توضیح لتطبیق هذه ا

المثلى التي تجعل دالة الهدف اكبر ما یمكن للبرنامج التالي   X2و   X1أوجد قیم  :)01(ثال رقم م

  :بإستخدام الطریقة البیانیة

 

0;0

2132

3035

/

34

21

21

21

21













xx

xx

xx

cs

xxzMax

  

  :لإیجاد حل لهذا البرنامج نتبع الخطوات التالیة :الحل

  كما یلينستخرج المستقیمات وذلك بتحویل المتراجحات إلى معدلات: 









2132

3035

21

21

xx

xx

  

  على معلم متعامد نرسم هذه المستقیمات، ویكفي لذلك أن نجد نقطتین یمر بها كل مستقیم ثم

 .نصل بینها

                                                 
 .26محمد راتول، مرجع سابق، ص .  1
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2132 21  xx  

2x
  

1x
  

7  0  

0  10,5 

  

3035 21  xx  

2x
  

1x
  

10  0  

0  6  

وهو المستقیم المحصل علیه عند وضع الدالة الإقتصادیة في )  (على نفس المعلم نرسم المستقیم  

 :یمر من النقطتین) (المستقیم : أي Z=0: أدنى قیمة لها وهي

 

  

 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

بعد هذا تحدد منطقة الحلول الممكنة وحسب ما هو مطلوب من القیود وهي المنطقة التي تحقق 

  .(A,B,C,D)جمیع القیود في وقت واحد، وهي كما مبین في الشكل المقابل 

نقطة توجد إلى یمین المستقیمین لا تحقق القیود، كما أن قید عدم السلبیة یجعل كل المناطق  أي

التي هي أدنى من المحور الأفقي وكل المناطق التي هي على یسار المحور العمودي مرفوضة وبالتالي 

وجودة داخل فإنه لا توجد سوى منطقة واحدة هي التي تحقق جمیع القیود آنیا وتشمل جمیع النقاط الم

034 21  xx  

2x
  

1x
  

-4 3  

3  -2,25 

 

X1 

X2 

- 1
  

- 2
  

- 3
  

- 4
  

- 5
  

- 6
  

-
7 

  

- 8
  

- 9
  

-
10  

-
11

 
  

- 
   - 

-3
  

- 
-2

  

- 
-1

  

  
-  

- 12  

- 10  

- 8  

- 6  

- 4 

- 2  

  
  

- - 2  

- - 4  

 

  

3035 21  xx  

D 

2132 21  xx  

C 

B A 

منطقة الحلول 

  الممكنة
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أي المنطقة غیر المشطبة وتسمى هذه المنطقة بمنطقة الحلول الممكنة أو منطقة  (A,B,C,D)المنطقة 

    .الحلول المقبولة

إلى الأعلى نجد أن آخر نقطة یصلها في منطقة الحلول المقبولة هي  )(عند تحریك المستقیم 

، )2(و) 1(النقطة الحل الأمثل للمسألة وهي نقطة تقاطع المستقیمین  وبالتالي تشكل لنا هذه  (C)النقط 

إذ نجد قیمة المتغیرتین وذلك إما هندسیا بإنزال شاقول من هذه النقطة على المحور الأفقي فنجد قیمة  

 وإمداد  X1قیمة المتغیرتین وذلك إما هندسیا بإنزال شاقول من هذه النقطة على المحور الأفقي فنجد قیمة 

عند نقطة تقاطعه مع المحور العمودي،  X2فنجد قیمة  )(مستقیم موازي للمحور الأفقي من النقطة 

  :وإما أن نجد قیمة المتغیرین بحل معادلتي المستقیمین حلا مشتركا كما یلي

 
 








2.........2132

1.........3035

21

21

xx

xx
  

  :نجد) 2(من المعادلة ) 1(بطرح المعادلة 

393

2132

3035

11

21

21











xx

xx

xx

  

52:بالتعویض في إحدى المعادلات نجد x  

:وبالتالي فإن قیمتي المتغیرین اللذین یحققان أعلى قیمة للدالة الإقتصادیة هما
  5,3: 21  xxC  

  :یمكن التحقق من أن هذه النتیجة تحقق جمیع القیود

305335قید محقق تماما :  القید الأول     
215332قید محقق تماما :  القید الثاني        

ومنه لا توجد طاقة غیر مستعملة ، ولمعرفة القیمة العظمى للدالة الاقتصادیة یكفي أن نعوض 

  :القیمتین المحصل علیهما في هذه الدالة فنحصل على ما یلي

27533434 21  xxZC  

الة الاقتصادیة، ولا یمكن أن توجد أیة قیم أخرى للمتغیرتین تعطیان أعلى من وهي أعلى قیمة للد         

  :هذه القیمة وتحقق في نفس الوقت جمیع القیود، والجدول یوضح ذلك

  قیمة دالة الهدف  أحداثي نقاط  نقاط 

A  0,0: 21  xxA 0AZ  
B   0,6: 21  xxB 24BZ  
C   5,3: 21  xxC 27CZ

  

D   7,0: 21  xxD 21DZ  
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إذا وجد حل أمثل لبرنامج خطي ذي متغیرتین، فإن هذا الحل یوجد عند أحد رؤوس مضلع  :ملاحظة 

   .منطقة الحل الممكن

  :یة باستخدام طریقة الرسم البیانيرمجة الخطیة التالأوجد الحل الأمثل لنموذج الب :)02(ثال رقم م

 

0;0

9082

7042

10048

/

85,075,0

21

21

21

21

21



















xx

xx

xx

xx

cs

xxzMin

  

 
  :لإیجاد حل لهذا البرنامج نتبع الخطوات التالیة

 نستخرج المستقیمات وذلك بتحویل المتراجحات إلى معدلات كما یلي: 

9082

7042

10048

21

21

21







xx

xx

xx

  

 جد نقطتین یمر بها كل مستقیم ثم على معلم متعامد نرسم هذه المستقیمات، ویكفي لذلك أن ن

   .نصل بینها

9082 21  xx  

2x
  

1x
  

11,25  0  

0  45  

  

7042 21  xx  

2x
  

1x
  

17,5  0  

0  35  

  

  

  

  

10048 21  xx  

2x
  

1x
  

25  0  

0  12,5 

وهو المستقیم المحصل علیه عند وضع الدالة الإقتصادیة في أدنى  )(على نفس المعلم نرسم المستقیم 

  :یمر من النقطتین) (المستقیم :  أي Z=0: قیمة لها وهي

  

  

  

  

  

  

  

085,075,0 21  xx  

2x  
1x  

-2,64 3  

3  -3,4 
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نلاحظ أن منطقة الحل الممكن قد تحددت بالمنطقة البعیدة عن نقطة الأصل وذلك لأن 

تالي فإن الحل الأمثل یقع على الحدود الداخلیة المتراجحات في هذه المشكلة من النوع أكبر أو یساوي وبال

  ).(ABCDلهذه المنطقة والتي یمكن تحدیدها بالنقاط 

  )0;45: (هي Dوالنقطة   (25; 0):هي  Aحیث إحداثیات النقطة 

فلا یمكن تحدید إحداثیاتهم مباشرة من الرسم الأمر الذي یتطلب استخراجهم من  Cو Bأما النقاط 

  :ما یليخلال حل المعادلات ك

  :متولد من تقاطع مستقیم القید الثاني والثالث Cالنقطة 

9082

7042

21

21





xx

xx

 

:        وبعد القیام بالحل الجبري لهما، سنجد أن 5,25: 21  xxC  

  :متولدة من تقاطع مستقیم القید الأول والثاني Bالنقطة 

- 5
  

- 
10

  

- 
15

  

- 
20

  

- 
25

  

- 
30

  

-
 3

5 
 

- 
40

  

- 
45

  

  - 
-1

5
  

- 
-1

0
  

- 
-5

  

  
  

- 24  

- 20  

- 16  

- 12  

- 8 

- 4  

  
  

- - 4  

- - 8  

 


  

D 

C 

B 

A 

ة الحلول منطق

  الممكنة

X1 

X2 

10048 21  xx  

7042 21  xx  

9082 21  xx  
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7042

10048

21

21





xx

xx

 

:          هما، سنجد أنوبعد القیام بالحل الجبري ل 15,5: 21  xxB  

في دالة الهدف، نتوصل إلى الحل الأمثل ) A,B,C,D(وبتعویض قیم إحداثیات الزوایا الأربعة 

:لأنها أقل تكالیف كما یظهر في الجدول التالي) B(والذي سیتحقق عند النقطة 
  

  قیمة دالة الهدف  أحداثي نقاط  نقاط 

A  25,0: 21  xxA 25,21AZ  
B   15,5: 21  xxB 50,16BZ  
C   5,25: 21  xxC 23CZ

  

D   0,45: 21  xxD 75,33DZ  

جد أن النقطة الأولى التي  یصلها في إلى الأعلى ن )(ولتأكید النتیجة عند تحریك المستقیم        

  .وبالتالي تشكل لنا هذه النقطة الحل الأمثل للمسألة  (B)منطقة الحلول المقبولة هي النقط 

:وبالتالي فإن قیمتي المتغیرین اللذین یحققان أعلى قیمة للدالة الإقتصادیة هما
  15,5: 21  xxB  

  :میع القیودیمكن التحقق من أن هذه النتیجة تحقق ج

10015458 تماما قید محقق:  القید الأول     
7015452قید محقق تماما  :  القید الثاني     
9013015852قید محقق   :  القید الأول     

 القیمة العظمى للدالة الاقتصادیة یكفي أن نعوض  القیمتین المحصل علیهما في هذه الدالة   

  :فنحصل على مایلي

50,161585,0575,085,075,0 21  xxZB 

-2-V حالات خاصة في الحل البیاني:  

أن مشكلات البرمجة الخطیة بصورة عامة یمكن تطبیقها في مجالات واسعة وبنجاح، إلا أن هناك 

  : حالات خاصة یجب مراعاتها، ومن هذه الحالات هي

  الحلول المثلىتعدد: 

ندما تكون هناك أكثر من نقطة واحدة في منطقة الحلول ونحصل على هذا النوع من الحلول ع

الممكنة تعطي القیمة نفسها لدالة الهدف التي تكون أعلى القیم في حالة كون دالة الهدف من نوع التعظیم 

  .أو تكون أقل القیم حین تكون دالة الهدف من نوع تدنئة
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:یة باستخدام طریقة الرسم البیانيتالأوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة ال :)03(ثال رقم م
  

 

0;0

4

1

102

/

2

21

2

21

21

21



















xx

x

xx

xx

cs
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  :لإیجاد حل لهذا البرنامج نتبع الخطوات التالیة

 نستخرج المستقیمات وذلك بتحویل المتراجحات إلى معدلات كما یلي: 
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 ها كل مستقیم ثم على معلم متعامد نرسم هذه المستقیمات، ویكفي لذلك أن نجد نقطتین یمر ب

 .نصل بینها
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  .موازي للمحور الأفقي 
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  A، حیث إحداثیات النقطة  )(ABCDEنلاحظ أن منطقة الحل الممكن قد تحددت بالنقاط 

  . (1; 0): هي Eو   (4; 0):هي  Dأما النقطة ) 0; 10: (هي Bوالنقطة   (0; 1):هي

  :متولد من تقاطع مستقیم القید الأول والثاني Cأما النقطة 

1

102

21

21
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xx

xx

  

  :وبعد القیام بالحل الجبري لهما، سنجد أن 

        4,2: 21  xxC  

وبتعویض قیم إحداثیات الزوایا الخمس  في دالة الهدف، نتوصل إلى الحل الأمثل والذي یحقق 

:لنا أكبر عائد كما یظهر في الجدول التالي
  

  قیمة دالة الهدف  أحداثي نقاط  نقاط 

A  0,1: 21  xxA 1AZ  
B   0,10: 21  xxB 10BZ  
C   4,2: 21  xxC 10CZ

  

D   4,0: 21  xxD 8DZ  
E  1,0: 21  xxE 2EZ 

 

، یتضح 10تحقق لدالة الهدف قیمة عظمى مساویة إلى  B و Cن من الجدول نجد أن النقطتی 

من ذلك أن للمشكلة أكثر من حل واحد ویعود السبب في ذلك هو أن دالة الهدف تكون موازیة لأحد 

القیود الهیكلیة، أي عند رسم دالة الهدف وتحریك الرسم ینطبق الرسم في إحدى أوضاعه على أحد 

  ).تعدد الحلول المثلى( ال أن للمشكلة مجموعة من الحلول المثلى المستقیمات المرسومة وهنا یق

 عدم وجود حلول:  

هنا یحصل هذا النوع من الحلول عندما لا یمكن تعیین منطقة الحلول الممكنة ولا یوجد هنا حل 

ود عبارة یأساسي ابتدائي مقبول، أي قیود لا تتقاطع في منطقة حل واحدة ، بحیث تكون منطقة تقاطع الق

 :وكما یلي1عن مجموعة خالیة 

 

 

 

                                                 
1
 - Gérald Baillargeon ,op-cit , P 55 . 
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:یة باستخدام طریقة الرسم البیانيأوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة الخطیة التال :)04(ثال رقم م
  

 

0;0

50105

25105

/

1520

21

21

21

21













xx

xx

xx

cs

xxzMin

  

  على معلم متعامد نرسم هذه المستقیمات، ویكفي لذلك أن نجد نقطتین یمر بها كل مستقیم ثم

 .نصل بینها
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 نستطیع الحصول على من خلال الشكل نلاحظ أن القیدین متعاكسان ولا یتقاطعان نهائیاً، وبذلك لا

  .حل مقبول لهذه المشكلة
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 منطقة الحل الممكن غیر محدودة: 

ویعني ذلك عدم إمكانیة تحدید نقطة حل أمثل وهذا یعني زیادة متغیر أو أكثر من  متغیرات المشكلة 

 ومن ثم الربح دون مخالفة لأي قید من القیود المشكلة وتعتبر هذه الحالة نظریة وبعیدة عن الواقع

وبالنسبة لطریقة الرسم البیاني فإن هذا یعني بأن منطقة الحل مفتوحة وبدون نهایة علماً بأن هذه الحالة 

  .1تنطبق فقط على نموذج البرمجة الخطیة الذي دالة الهدف له تعظیم

ویمكن اعتبار هذه الحالة تقع أیضا عندما تكون المشكلة بدالة هدف تعظیم ویكون هناك تناقض بین 

  ).   القیود أقل أو تساوي( لهدف والقیود فتكون هذه الأخیرة أكبر أو تساوي وتعكس الشكل القانونيدالة ا

  :افترض أن لدینا مشكلة البرمجة الخطیة التالیة :)05(ثال رقم م

أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة  :المطلوب

:الخطیة التالیة باستخدام طریقة الرسم البیاني
  

  

  

  :ه الرسم البیاني لهذه المشكلةدناویوضح الشكل أ
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ة في المنطقة تحقق دالة ن منطقة الحل الممكن مفتوحة من النهایة وهي غیر محدودة، فأیة قیمإ

   .الهدف وبالتالي نقول أن دالة الهدف لانهائیة

                                                 
1
 .52، مرجع سابق، ص جهاد صیاح بني هاني، نازم محمود الملكاوي، فالح عبد القادر الحوري.  
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 حالة حیاد أحد القیود: 

مشاكل البرمجة الخطیة الكبیرة التي تحتوي على عدد كبیر من القیود،  وهي من المشاكل الشائعة في

وهذا یعني وجود قیود لها أهمیة  مما ینتج عنها قید فائض لا حاجة له ولیس له أي تأثیر على الحل،

  .أكثر من غیرها، لذلك فإن استخدام الأهم یغني عن استخدام الأقل أهمیة

  :البرمجة الخطیة التالیة جافترض أن لدیك نموذ :)06(ثال رقم م

أوجد الحل الأمثل لنموذج البرمجة  :المطلوب

:الخطیة التالیة باستخدام طریقة الرسم البیاني
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  :دناه الرسم البیاني لهذه المشكلةویوضح الشكل أ

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

ثلة بالقید الثالث أبطلا مفعول هذا القید ذلك نلاحظ من خلال الشكل وجود حالة القید الفائض متم

   .أنهما أكثر تقییداً وتحدیداً وهما اللذان حددا منطقة الحل الممكن
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-3-V یة الخطیة التال الحل الأمثل لبرامج  أوجدباستخدام الطریقة البیانیة : رین مقترحةاتم 
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