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4.3 Higher Order Linear Differential Equation 

The general form: 

𝒂𝒐 𝒚𝒏 + 𝒂𝟏 𝒚𝒏−𝟏 + 𝒂𝟐 𝒚𝒏−𝟐 … … … … … … … 𝒂𝒏−𝟏�́� + 𝒂𝒏𝒚 = 𝑹(𝒙) 

)حل معادلة  نتحل هذه المعادلة بنفس أسلوب حل المعادلة من الرتبة الثانية، فحلها تتكون من جزئيي

 . ((𝑌) ةمتجانس( و)حل معادلة الغير (𝑦𝑐)المتجانسة

 لحل هذه المعادلة المتجانسة تستخدم أيضا المعادلة المميزة:

𝑎𝑜 𝑚𝑛 + 𝑎1 𝑚𝑛−1 + +𝑎2 𝑚𝑛−2 … … … … … … … 𝑎𝑛−1𝑚 + 𝑎𝑛𝑚 = 0 

 ( من الحلول. n( من الجذور وبذلك نحصل على )nوعند حل المعادلة المميزة نحصل على )

𝑦𝑐 = 𝑐1 𝑦1 + 𝑐2 𝑦2 + 𝑐3 𝑦3 +  … … … … … … . +𝑐𝑛 𝑦𝑛 

 nحيث  ،للتخلص من التشابه (𝑥𝑛)يثبت احد هذه الجذور وتضرب الأخرى ب ،وعند ظهور جذور متشابهة

 أصغر عدد صحيح موجب يزيل التكرار.

Example (1): Find the complete solution of the differential equation: 

�́́́� + 𝟓�́́� + 𝟗 �́� + 𝟓𝒚 = 𝟑 𝒆𝟐𝒙 

Solve: 

�́́́� + 5�́́� + 9 �́� + 5𝑦 = 0 

𝑚3 + 5𝑚2 + 9 𝑚 + 5 = 0  

by try and error get to: 

𝑙𝑒𝑡 𝑚 = 1    →     

1 + 5 + 9 + 5 = 20 ≠ 0         ∴ 𝑛𝑜𝑡 𝑜𝑘 

𝑙𝑒𝑡 𝑚 = −1    →    −1 + 5 − 9 + 5 = 0       ∴ 𝑜𝑘 

Engineering and Numerical Analysis  

Al-Mustaqbal University College 

https://www.researchgate.net/institution/Al-Mustaqbal_University_College


Engineering and Numerical Analysis ……………....……………………………... Higher Order Linear D.E. 

  

53 
 

Maryam Hameed Nasir  

(𝑚 + 1)(𝑚2 + 4 𝑚 + 5) = 0 

 𝑚 + 1 = 0      →        𝑚1 = −1 

𝑚2 + 4 𝑚 + 5 = 0       → 

𝑚2,3 =
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

𝑚2,3 =
−4 ± √16 − 20

2
= −2 ± 𝑖 

𝑦𝑐 = 𝑐1 𝑒𝑚𝑥 + 𝑒𝑃𝑥(𝑐2 cos 𝑞𝑥 + 𝑐3 sin 𝑞𝑥) 

𝑦𝑐 = 𝑐1 𝑒−𝑥 + 𝑒−2𝑥(𝑐2 cos 𝑥 + 𝑐3 sin 𝑥) 

𝐿𝑒𝑡  𝑌 = 𝐴 𝑒2𝑥     

�́� = 2𝐴 𝑒2𝑥 

�́́� = 4𝐴 𝑒2𝑥 

�́́�
́

= 8𝐴 𝑒2𝑥 

8𝐴 𝑒2𝑥 + 20𝐴 𝑒2𝑥 + 18𝐴 𝑒2𝑥 + 5𝐴 𝑒2𝑥 = 3 𝑒2𝑥 

51𝐴 𝑒2𝑥 = 3 𝑒2𝑥       →          𝐴 =
3

51
 

𝑌 =
3

51
 𝑒2𝑥 

∴ The general solution:    𝑦 = 𝑐1 𝑒−𝑥 + 𝑒−2𝑥(𝑐2 cos 𝑥 + 𝑐3 sin 𝑥) +
3

51
 𝑒2𝑥 

 

Example (2): Find the complete solution of the differential equation: 

(𝑫𝟒 + 𝟖𝑫𝟐 + 𝟏𝟔)𝒚 =  − 𝐬𝐢𝐧 𝒙 

Solve: 

𝑚4 + 8𝑚2 + 16 = 0      

(𝑚2 + 4)(𝑚2 + 4) = 0    → 

𝑚2 + 4 = 0    →       𝑚2 = −4 

𝑚1,2 = ±2𝑖 



Engineering and Numerical Analysis ……………....……………………………... Higher Order Linear D.E. 

  

54 
 

Maryam Hameed Nasir  

𝑚2 + 4 = 0    →       𝑚2 = −4 

𝑚3,4 = ±2𝑖 

𝑦𝑐1 = 𝑒𝑃𝑥(𝑐1 cos 𝑞𝑥 + 𝑐2 sin 𝑞𝑥) = 𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥 

𝑦𝑐2 = 𝑒𝑃𝑥(𝑐3 cos 𝑞𝑥 + 𝑐4 sin 𝑞𝑥) = 𝑐3𝑥 cos 2𝑥 + 𝑐4𝑥 sin 2𝑥 

𝑦𝑐 = 𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥 + 𝑐3𝑥 cos 2𝑥 + 𝑐4𝑥 sin 2𝑥 

𝐿𝑒𝑡  𝑌 = 𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥     

�́� = 𝐴 cos 𝑥 − 𝐵 sin 𝑥 

�́́� = −𝐴 sin 𝑥 − 𝐵 cos 𝑥 

�́́�
́

= −𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥 

�́́�
́́

= 𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥 

𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥 + 8(−𝐴 sin 𝑥 − 𝐵 cos 𝑥) + 16(𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥) = − sin 𝑥 

9𝐴 sin 𝑥 + 9𝐵 cos 𝑥 = − sin 𝑥       →          𝐴 = −
1

9
,    𝐵 = 0 

𝑌 = −
1

9
 sin 𝑥 

𝑦 = 𝑦𝑐 + 𝑌 

∴ The general solution: 𝑦 = 𝑐1 cos 2𝑥 + 𝑐2 sin 2𝑥 + 𝑐3𝑥 cos 2𝑥 + 𝑐4𝑥 sin 2𝑥 −
1

9
 sin 𝑥 

H.W: Find the complete solution of the differential equation: 

𝟏)  �́́́� − 2�́́� − 3 �́� + 10𝑦 = 40 cos 𝑥 ,    𝑙𝑒𝑡 𝑚 = −2 

𝐀𝐧𝐬: 𝑦 = 𝑐1𝑒−2𝑥 + 𝑒2𝑥(𝑐2 cos 2𝑥 + 𝑐3 sin 2𝑥) + 3 cos 𝑥 − sin 𝑥 

𝟐) (𝐷4 + 8𝐷2 − 9)𝑦 =  9𝑥2 

𝐀𝐧𝐬: 𝑦 = 𝑐1𝑒𝑥 + 𝑐2𝑒−𝑥 + 𝑐3 cos 3𝑥 + 𝑐4 sin 3𝑥 + 𝑥2 + 16 9⁄  

 


